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1 引言

在《OpenCascade中的 Thin Plate Spline插值》中，我们讨论了如何用
Thin plate spline 函数来近似生成包含任意约束的光滑曲面。然而在 CAD
系统中，曲线曲面的通用表示是 NURBS方式。所以本文讨论从一般光滑曲
面到 NURBS 曲面的变换过程。
一种直接的方式是，直接在光滑曲面上进行网格状采样，然后对网格状

采样点直接进行 NURBS 插值。但是在实际的工程实现中不采用这样的方
式。因为通常情况下，使用单个 NURBS曲面对一个光滑曲面进行整体插值
得到的逼近曲面往往会和原始曲面有较大出入，贴合性不好。故而需要用迭

代的方式对原始曲面进行分片逼近。先尝试对原始曲面进行整体逼近，然后

通过采样计算出逼近面和原始面的误差，如果误差过大，则对原始曲面进行

一次分片，再重复逼近过程，直至得到较好的逼近分片。在这个过程中可以

看到，要进行很多次曲面逼近，而不是一次。而用 NURBS 对采样点进行插
值，归结到最后需要求解一个线性方程组，这个计算代价较高，不适合进行

多次计算。

所以，在这个过程中不采用直接插值的变换方式，而是借助正交多项式，

先得到对原始曲面的多项式逼近，再从多项式逼近得到 NURBS 逼近。
光滑函数的正交多项式逼近是将函数向一系列的正交多项式 Pn 进行投

影。本文中所使用的正交多项式是 Legendre 多项式。投影的过程是将光滑
函数与 Legendre 函数在 [−1, 1] 区间上做积分。用高斯积分公式，这个过程
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只需要计算函数值求和，速度很快。

从 Legendre 多项式向 B 样条变换，属于多项式之间的变换，无法贴合
的现象会减轻许多（尽管也有可能需要对逼近过程进行迭代，实际中如果

knots 取的足够多，一次逼近就够了），效率会高很多。
本文涉及众多数学理论。本文的目的不是对这些数学理论进行详尽的

描述，而是针对要解决的具体问题，从浩瀚的文献和程序代码中整理出一条

完整可行的技术路线。对涉及的理论尽量给出最原始最合适的参考文献。

2 总体过程

这篇文章主要是讨论一元函数的逼近，因为曲面的逼近过程中需要进行

多次曲线的逼近。同时，从一元函数的逼近向二元函数逼近的推广也非常直

接，把基函数 ϕi(x) 变成张量基 ϕi(x)ϕj(y)，把一重积分变成二重积分即可。

假设我们要用 B 样条逼近一个光滑函数 f(x), f(x) 的形式有可能是已
知的，但比较复杂，比如包含了指数对数函数，也有可能是未知的，但是给

定一个参数 x0 可以通过一个过程来计算函数的值 f(x0)。例如，在扫略面

中，截面线通过各种方式变换到扫略引导线的各个位置上，得到一条新的截

面线，这个新的截面线的形式往往不能通过有理多项式的形式表示出来，但

是它在每个参数的值是可以计算的。

整个逼近过程分成两个阶段，第一阶段用 Legendre 多项式逼近原始函
数 f(x)，得到 L(f)。第二阶段用 B 样条逼近 L(f)，得到最终需要的 B 样
条曲线。

3 Legendre 多项式

Legendre多项式 Pn(x)是更一般的正交多项式 Jacobi多项式的一个特
例。有关正交多项式的理论参见 [1]。本节中的公式来自于文献 [2]。在这里
说点题外话，这本书的名字是“现代分析”，但它的内容却是地地道道的古

典分析，描述的内容都是具体的函数，所使用的方法全部是经典的。现代数

学在进入二十世纪之后逐渐开始将关注点放在抽象结构上，不再关心具体

的数学对象。但是在计算机发明之后，数学里的古典内容在计算的加持之下

又开始放出光芒。

由于正交多项式乘上任意常数仍然是正交的，我们按照惯例规定 Pn(1) =
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1。Legendre 多项式的闭形式如下。

Pn(x) =

m∑
r=0

(−1)r
(2n− 2r)!

2nr!(n− r)!(n− 2r)!
xn−2r

其中 m = 1
2
n 取下整数。

注意这个形式的 Legendre多项式是没有归一的，即它的范数不是 1. 它
的归一化常数为：

γn =

∫ 1

−1

Pn(x)Pn(x)dx =
2

2n+ 1

在工程实现中，我们不使用这个闭形式来计算，而是使用递推公式来计

算 Pn(x) 的值。

(n+ 1)Pn+1(x) = (2n+ 1)xPn(x)− nPn−1(x)

导数递推公式：

(1− x2)P ′
n(x) = −nxPn(x) + nPn−1(x)

4 Legendre 逼近

这部分的内容是标准的，参见 [3] 第 7 章。
注意这里因为 Legendre 多项式没有归一，积分得到的投影系数需要除

以归一化常数 γn 才是逼近级数里的系数。

5 Legendre-Gauss 积分公式

这部分的内容是标准的，参见 [3] 第 8 章。
假设用 n 次 Legendre 多项式的根 x1, . . . , xn 构造积分公式，积分权重

为：

λi = − 2

n+ 1

1

Pn+1(xi)P ′
n(xi)
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6 多项式求根

针对多项式的任意精度的求根有很好的开源库实现，如 mpmath[4]. 在
实际工程实现中，不会每次都现计算 Legendre 多项式的根，而是会事先把
要用到的所有的根（以及对应的高斯积分系数）都计算出来，放在数据表中

供其他程序使用。

所使用的算法是 Durand-Kerner 方法 [5]。能够把根求到指定的精度的
理论依据，即所求得的根的误差估计来自于文献 [6] 以及它的参考文献 [7]。

7 Legendre 多项式的 B 样条逼近

方法参见文献 [8].

8 对边界条件的处理

我们往往需要最终的 NURBS 曲面符合边界条件的约束，即让边界位
置，一阶导数，甚至二阶导数符合指定的值。一方面我们可以在从 Legendre
多项式向 NURBS转换的时候指定边界条件 [8]。另一方面，我们在对光滑函
数进行 Legendre逼近的时候，可以采用一个技巧，就是先对光滑函数 f 进行

一次 Hermite插值，将原始函数的边界条件提取出来，得到 H(f),然后再对
f −H(f) 进行 Legendre 逼近，得到 L(f), 最后的逼近结果是 H(f)+L(f).
这样做的理论依据是，当被逼近的原始函数的值越接近 0的时候，同样

的逼近精度能得到的误差就越小，参见 [9] 第 6 章第 3 节。
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