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1 背景

本文描述 Open Cascade[1] 对 NURBS 曲线求值和求导数的实现。代
码的参考文献是 [2]. 这篇文章里第 19 节的递推公式上下标有问题。这个递
推公式的来源是 [3]. 但是 [3] 里的关键公式 (1)(2) 直接从 [4] 得到，没有给
出推导过程。然而 [4] 中给出的公式与 [3] 所使用的不太一样。此外，[3] 中
的公式 2 有一个上标错误。所以，我在这里把完整的推导过程做一遍。

2 思路

虽然 B 样条曲线及其导数都有标准的公式定义 [5]，但是在实际 CAD
软件实现中，为了效率和计算稳定性的考虑，不会直接使用标准公式进行计

算，而是通过对控制点进行递归计算，一次性得到一个节点区间上的曲线的

Taylor 展开形式。
整个过程的核心操作就是通过升高 order 和降低求导阶数来将最终要

求的低 order 和高导数的控制点用高 order 和低导数的控制点表达出来，从
而完成计算。因为我们最初给定的是高 order 低导数的控制点。
最终的计算由低 order 的 B 样条基函数表达是因为只有 order 为 1 的

基函数才是常数。
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3 术语定义

order: 曲线的阶数. degree: 曲线的次数。我们在这里只使用 order.
order = degree− 1.

knot: 曲线的节点，在这篇文章里不显式表示出来。

4 符号定义

ui: knots, 曲线的节点。
引入几个助记符变量：

αi = x− ui

βi−r = ui+k−r − x

γr
i = ui+k−r − ui

k: 原始曲线的 order, 是固定的。
曲线的控制点有 3 个不同的维度。

• 和哪个 knot 相关

• 曲线可以用不同 order 的 B-spline 基函数来表示，不同 order 的基函
数有不同的控制点。

• 曲线可以求不同次数的导数，也对应着不同的控制点。

注意，这 3 个维度是相互独立的。
Ar,t

i : 控制点，上下标的含义分别为，i 表示这个控制点是和哪个 knot
相关联，r 表示消去的 order 数。r 为 0 表示这个控制点是和原始的 k order
B 样条基函数相关联的控制点。t 表示求导的次数，t 为 0 表示原始曲线的
控制点，t 为 1 表示求了 1 次导的曲线的控制点。

注意：因为 r 是消去的 order 数，所以为了降低 order 我们需要升高 r。

这里升高和降低是由最终的计算顺序决定的。推导公式的时候左右都

是对称的，所以不用特别在意升高还是降低的说法。

5 基本公式

B-spline 基函数：
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N1
i =

1 ui ≤ u < ui+1

0 otherwise

Nk
i =

u− ui

ui+k−1 − ui

Nk−1
i +

ui+k − u

ui+k − ui+1

Nk−1
i+1

=
αi

γ1
i

Nk−1
i +

βi

γ1
i+1

Nk−1
i+1

B-spline 基函数的求导公式：

(Nk
i )

′ =
k − 1

ui+k−1 − ui

Nk−1
i − k − 1

ui+k − ui+1

Nk−1
i+1

= (k − 1)(
Nk−1

i

γ1
i

−
Nk−1

i+1

γ1
i+1

)

6 曲线的导数对应的控制点

设原始 k 阶 B 样条曲线公式为

C(x) =

n∑
i=0

AiN
k
i

求和上下限为 0 到 n，为了简洁起见，我们后面都不写求和上下限。

Ai 是原始的未求导未降阶的控制点，即可以写成 A0,0
i

对曲线求一次导，得：

C(x)′ =
∑
i

A0,0
i (Nk

i )
′

=
∑
i

A0,0
i (k − 1)(

Nk−1
i

γ1
i

−
Nk−1

i+1

γ1
i+1

)

=
∑
i

(k − 1)(
A0,0

i

γ1
i

−
A0,0

i−1

γ1
i

)Nk−1
i

=:
∑
i

(k − 1)A1,1
i Nk−1

i

最后一行的 =: 表示“定义为”。为什么可以定义为 A1,1
i ? 因为控制点

A1,1
i 是对应于降了 1 阶的基函数，并对应于求了一次导的曲线。
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从上面这个推导，我们可以得到第一个递推关系 (1)：

γr+1
i Ar+1,t+1

i = Ar,t
i −Ar,t

i−1 (1)

计算方向为从右向左计算，即用高阶低导的控制点计算出低阶高导的控

制点。

7 不同阶的基函数的控制点之间的关系

这里我们应用一次降阶公式进行推导。∑
i

A1,1
i Nk−1

i =
∑
i

A1,1
i (

αi

γ2
i

Nk−2
i +

βi−1

γ2
i+1

Nk−2
i+1 )

=
∑
i

(A1,1
i

αi

γ2
i

+A1,1
i−1

βi−2

γ2
i

)Nk−2
i

=:
∑
i

A2,1
i Nk−2

i

我们得到第 2 个递推关系 (2):

γr+1
i Ar+1,t

i = αiA
r,t
i + βi−(r+1)A

r,t
i−1 (2)

8 实际计算使用的递推关系

上面得到的 2 个递推关系是快速计算 B 样条曲线的关键。不过在计算
的时候我们实际使用的递推关系还需要再推导一步。

把式 (1) 乘上 βi−(r+1) 和式 (2) 一起消去 Ar,t
i−1. 把式 (1) 乘上 αi 和式

(2) 一起消去 Ar,t
i . 利用关系 αi + βi−r = γr

i，可以得到 2 个新的递推关系：

βi−(r+1)A
r+1,t+1
i = Ar,t

i −Ar+1,t
i (3)

Ar+1,t
i = αiA

r+1,t+1
i +Ar,t

i−1 (4)

用于实际计算的是公式 (4), 计算方向从右向左，即利用高导的控制点，
计算出低导的控制点，阶数不变。
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9 实际计算过程

实际的计算分成 2 个阶段进行，第一个阶段，利用递推公式 (1)，得到
阶数最低，求导次数最高的控制点。第二个阶段，利用递推公式 (4)，得到
阶数最低，求导次数依次降低到 0 的一系列值。这 2 个计算阶段可以用 2
个三角形矩阵表示，详见 [3] 的图 3.

最终，我们得到曲线在 x 处的全部 k + 1 个从 0 到 k 阶的导数值：
C(x), C(1)(x), . . . , C(k)(x).

10 对多次计算的优化

在上面的计算过程中，一次完整的迭代可以得到关于曲线上一个点的全

部阶数的导数值。我们利用曲线在节点处的 Taylor 展开公式，可以避免每
次都进行迭代。具体过程如下。

我们知道，对于一个 n 次多项式，我们将它在某一个点进行 Taylor 展
开，可以得到它的一个精确的表达式：

P (x) = T0 + T1(x− u) + . . .+ Tn(x− u)n (5)

其中，Ti 是 P (x) 在 u 处的 i 阶导数。

假设我们要计算区间 [ui, ui+1]里面的曲线值，我们只需要先计算一次曲

线在 ui 处的各阶导数值，之后便可以利用5来计算所有的位于区间 (ui, ui+1)

里面的曲线值了。注：实际计算中对于位于区间端点的点有可能需要做一些

特殊处理，具体参见 Open Cascade 的实现。
注：在计算公式5时，我们使用 Horner 方案，即实际上的计算顺序是：

T0 + (x− u)[T1 + (x− u)[T2 + . . .+ (x− u)Tn]].
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