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1 背景

Kahmann 在 [1] 中给出了相邻曲面片曲率连续的构造条件，在推导中
用到了 Dupin indicatrix，在一个 remark 中提到如果 asymptotic direction
相同，并且在另外一个方向上法曲率相同，则 Dupin indicatrix 就相同，但
没有给出证明。文中的公式 (14) 的计算也没有具体步骤，而是引用了他的
博士论文，但他的博士论文是德文的。
我在推导法曲率连续条件的过程中发现，实际上并不需要 Dupin indi-

catrix 和 asymtotic direction 这些概念。只需要利用法曲率的定义公式硬算
就可以得到和 Kahmann 相同的构造条件。

2 概念

在 CAGD 中经常用到几何连续的概念。几何连续不是参数连续，而是
形状上的连续。
曲面的一阶几何连续是它的切平面连续，即单位法向量连续。
曲面的二阶几何连续是它的（任意方向上的）法曲率 (normal curvature)

连续。法曲率的定义及其他微分几何的基础参考 [2]. 在曲面上的一个点上，
某个切方向上的法曲率 κn 就是在这个点和切方向上的第二基本形式和第一
基本形式的比值。
设曲面片的参数表示为 S = a(u, v). 曲面上有一条参数曲线为 λ(t) =

a(u(t), v(t)). 参数曲线的导数定义的切方向为 λ̇(t) = a(u̇(t), v̇(t)). 切方向
上的法曲率公式为：
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κn = −(au ·Nu)u̇
2 + 2(au ·Nv)u̇v̇ + (av ·Nv)v̇

2

(au · au)u̇2 + 2(au · av)u̇v̇ + (av · av)v̇2

其中，au = ∂a
∂u

, av = ∂a
∂v
。N = au×av

||au×av|| 为单位法向量。
由于 N · au = 0, 分别对 u 和 v 求导可以得到 Nv · au = −N · auv,

N · auu = −Nu · au。对称地有 Nu · av = −N · auv, N · avv = −Nv · av。
从而法曲率公式可以写成：

κn =
(auu ·N)u̇2 + 2(auv ·N)u̇v̇ + (avv ·N)v̇2

(au · au)u̇2 + 2(au · av)u̇v̇ + (av · av)v̇2

3 相邻曲面片一阶几何连续条件

假设有 2 个相邻的曲面片 A = a(u, v) 和 B = b(x, y). 参数的取值范围
为 x ∈ [0, 1], y ∈ [0, 1]. 它们有一条相邻的边 a(1, v) = b(0, y), 其中 v 和 y
取值相同时面片取值相同。
曲面片 A 和 B 在邻接边上一阶几何连续的意思是，它们在邻接边上

的单位法向量处处相等。也就是说 au, av, bx, by 要在同一个平面里。由于
av = by，所以只需要假设在邻接边上 bx = pau+ qav 即可。这里我们为了写
法简略一些，省去了自变量 v。完整的写法是：bx(y) = p(v)au(v)+q(v)av(v),
v 和 y 就是相同参数在 2 个面片中的不同写法。从而在邻接边上有单位法
向量的导数也处处相等：

Nv = Ny

4 相邻曲面片二阶几何连续条件

相邻曲面片的二阶几何连续就是在邻接边上它们的任意方向上的法曲
率处处相等。下面我们通过直接计算 2 个曲面的法曲率来推导构造条件。
首先由一阶几何连续条件有：

by = av (1)

bx = pau + qav (2)

其次假设要计算法曲率的方向为 ψ. 假设在 2 个曲面中各有一条参数
曲线 a(u(t), v(t)) 和 b(x(t), y(t)) 在边界点上的导数等于 ψ. 从而有：
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auu̇+ avv̇ = ψ = bxẋ+ byẏ

把 bx 和 by 用 a 的表达式替换掉，得：

auu̇+ avv̇ = pauẋ+ qavẋ+ avẏ

通过对比 au 和 av 的系数，我们得到另外 2 个重要的等式关系：

u̇ = pẋ (3)

v̇ = qẋ+ ẏ (4)

下面就根据公式计算 2个曲面片的法曲率，可以得到它们是相等的，这
里面没有什么技巧，就是硬算。
面片 A 的第一基本形式：

(au · au)u̇2 + 2(au · av)u̇v̇ + (av · av)v̇2 (5)

=(au · au)p2ẋ2 + 2(au · av)pẋ(qẋ+ ẏ) + (av · av)(qẋ+ ẏ)2 (6)

=[(au · au)p2 + 2(au · av)pq + (av · av)q2]ẋ2 (7)

+ (2(au · av)p+ 2(av · av)q)ẋẏ + (av · av)ẏ2 (8)

面片 B 的第一基本形式：

(bx · bx)ẋ2 + 2(bx · by)ẋẏ + (by · by)ẏ2 (9)

=(pau + qav) · (pau + qav)ẋ
2 + 2((pau + qav) · av)ẋẏ + (av · av)ẏ2 (10)

=[(au · au)p2 + 2(au · av)pq + (av · av)q2]ẋ2 (11)

+ (2(au · av)p+ 2(av · av)q)ẋẏ + (av · av)ẏ2 (12)

两个面片的第一基本形式完全相等。
面片 A 的第二基本形式：

(auu ·N)u̇2 + 2(auv ·N)u̇v̇ + (avv ·N)v̇2 (13)

=(auu ·N)p2ẋ2 + 2(auv ·N)pẋ(qẋ+ ẏ) + (avv ·N)(qẋ+ ẏ)2 (14)

=N · (p2auu + 2pqauv + q2avv)ẋ
2 + 2N · (pauv + qavv)ẋẏ +N · avvẏ2 (15)
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面片 B 的第二基本形式：

(bxx ·N)ẋ2 + 2(bxy ·N)ẋẏ + (byy ·N)ẏ2 (16)

首先比较 ẏ2 的系数。N · avv = −Nv · av, N · byy = −Ny · by. 从而系数
相等。
再比较 ẋẏ 项的系数。N ·bxy = −Ny ·bx = −Nv ·(pau+qav). N ·(pauv+

qavv) = −Nv · (pau + qav). 也相等。
从而 ẋ2 的系数也必须相等：N · (p2auu + 2pqauv + q2avv) = N · bxx, 即

bxx − (p2auu + 2pqauv + q2avv) 需要在与 N 垂直的平面内。所以得到和 [1]
中公式 (15) 相同的条件：

bxx = p2auu + 2pqauv + q2avv + rau + sav
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