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1 符号

时间步长 h

广义坐标

q⊤ = [x1, x2, x3, ρ0, ρ1, ρ2, ρ3] = [x, ρ]

广义速度

v⊤ = [ẋ1, ẋ2, ẋ3, ω1, ω2, ω3] = [ν, ω]

重力加速度

g⊤ = [0, 0,−9.8, 0, 0, 0]

势能，有负号是因为重力加速度指向 z 轴的负向，这样当 z 增大时，势

能才能增加。

V = −mg3x3

2 对四元数的步进

θ =
1

2
∥ω∥h

δρ = [cosθ,
ω

∥ω∥
sinθ]

ρk+1 = δρ ∗ ρk
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3 无约束无旋转 2

3 无约束无旋转

这里没有方向坐标和角速度。广义坐标 q ∈ R3, v ∈ R3

Mvk+1 = Mvk + hmg

qk+1 = qk + hvk+1

这里 M 和坐标 q 无关

4 无约束有旋转

角动量

L = Iω

欧拉公式：
dLs

dt

∣∣∣∣
s

= R
dLb

dt

∣∣∣∣
b

+ ωs × Isωs

其中右边的第一项表示对 body 坐标系里的坐标在 body 坐标系里求
导，然后要通过 R 变换回空间坐标系。

将 Lb 表示成 Ibωb，上面的公式变为

dLs

dt

∣∣∣∣
s

= RIbω̇b + ωs × Isωs

这里相当于有一个由 ωs × Isωs 引起的角加速度，称为 gyroscopic torque.
我们忽略这个项，因为如果角速度和某个惯性张量的主方向吻合的话，

gyro 项就是 0。另一方面，这个项即使不消失也非常小。
所以当引入转动之后，我们只是将 q 扩展成 7 维，将 v 扩展成 6 维。
第一个方程不用变，把 g 扩充到 6 维即可。

Mvk+1 = Mvk + hmg

第二个更新 q 的方程需要注意一下。

当以 ω 角速度转动了 h 时间时，相当于沿着方向 n = ω
∥ω∥ 转动了

θ = ∥ω∥h 弧度，对应的四元数是

δρ = [cos
θ

2
, nsin

θ

2
]
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这里都是空间坐标系，所以乘在左边。如果角速度用 body坐标系表达，
则需要乘在右边。

下面如果没有特殊说明，所有的量都是相对于空间坐标系的。

ρk+1 = δρ ∗ ρk

线性部分的增量还是一样：

xk+1 = xk + hνk+1

5 带约束的系统

当加入约束之后，情况就复杂了不少。这里不能去作为 DAE 来解，因
为 HHT 算法效率达不到实时的要求。
定义新的 Lagrange 函数为：

L = T − V + λ⊤ϕ

Lagrange 方程变为：
d
dt

∂T
∂q̇⊤

+ ∂V
∂q⊤

−G⊤λ = 0

ϕ = 0

其中 G 是 ϕ 的 Jacobian，需要用 T (q) ∈ R7×6 变换到 6 维。

G =
∂ϕ

∂q
T (q)

Rubin 和 Ungar 在 1957 年有一个定理，这个定理说，当允许一定的近
似的时候，Lagrange 乘子 λ = 1

ϵ
ϕ, ϵ → 0。这个定理的威力在于，它把一个

DAE 转化成了一个 ODE。
实际上，1957年定理的原始形式可以通过 Legendre变换得到包含 ghost

粒子 λ 的形式。这种方法可以推广到后面处理 nonholonomic 的情况。推导
见 [?] 第 4 节。
所以可以用下面的方程来近似标准的拉格朗日方程。

d
dt

∂T
∂q̇⊤

+ ∂V
∂q⊤

−G⊤λ = 0

λ = − 1
ϵ
ϕ
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这里面如果把第二个方程代入第一个方程，则第一个方程里面没有 λ，

变成一个 ODE。
为了应用对 Lagrange 函数的离散变分方法，必须将上面的方程所对应

的 Lagrange 函数还原出来，这样才能在这个 Lagrange 函数上应用离散变
分方法。

新的 Lagrange 函数为：

L̄ = T − V + λ⊤ϕ+
1

2
ϵλ⊤λ (1)

把 q 和 λ 都看成是需要做变分的变量，则可以得到等价的方程。

离散化的 Lagrange 函数：

Ld =
1

2

(q1 − q0)
⊤

h
M

(q1 − q0)

h
+mg

(q0 + q1)

2
+
(λ0 + λ1)

⊤

2

(ϕ0 + ϕ1)

2
+
1

2
ϵ
(λ0 + λ1)

⊤

2

(λ0 + λ1)

2

这里和 [?] 的区别是对第二个约束方程中的 ϕk 的离散方法不同，这里

是取平均值，[?] 里是取了端点的值。
离散 action:

S =
∑
k

hLd
k

对离散 action 求变分：
∂S
∂qk

= 0
∂S
∂λk

= 0

对 ∂S
∂qk

= 0 进行推导。

Mqk+1 − h2G⊤
k λ̄ = M(2qk − qk−1) +mgh2

其中 λ̄ = 1
4
(λk+1 + 2λk + λk−1)。变换成计算中使用的速度形式：

Mvk+1 −G⊤
k hλ̄ = Mvk +mgh

对 ∂S
∂λk

= 0 进行推导。

Gkqk+1 + 4ϵλ̄ = −4ϕk +Gk(2qk − qk−1)

变成速度形式：

Gkvk+1 +
4ϵ

h
λ̄ = − 4

h
ϕk +Gkvk

写成矩阵形式： [
M −G⊤

k

Gk
4ϵ
h2

][
vk+1

λ̃

]
=

[
Mvk +mgh

Gkvk − 4
h
ϕk

]
其中 λ̃ = hλ̄
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6 加入稳定项

思路是把 holonomic 约束的一阶导作为一个独立的 nonholonomic 约束
加进来。再通过一个定理将这个 nonholonomic 约束用一个 Rayleigh 耗散
函数来近似。这个 Rayleigh 耗散函数引出一个耗散力，参与整个系统的离
散化。最终的效果是在第二个方程里引入一个小于 1 的稳定化因子。

6.1 关于 Rayleigh 耗散函数

一般情况下 R 要让如下定义的力和 q̇ 的方向相反，耗散系统的能量。

f = − ∂R

∂q̇⊤

Lagrange 方程变为

d

dt

∂L

∂q̇⊤
− ∂L

∂q⊤
= f

原始变分方程：

δ

∫ t1

t0

L(q, q̇)ds+

∫ t1

t0

δq⊤fds = 0

注意 f 的符号，二个方程是一致的。因为

δ

∫ t1

t0

L(q, q̇)ds =

∫ t1

t0

δq⊤(
∂L

∂q⊤
− d

dt

∂L

∂q̇⊤
)ds

对应的离散变分方程为：

D0(L) +D1(L) + hf = 0

6.2 用 Rayleigh 函数来引入 nonholonomic 约束

一个重要的事实是 nonholonomic 约束无法像 holonomic 约束一样被包
含进 Lagrangian 函数，然后通过变分法统一计算得到 Lagrangian 方程和
约束方程 [?]。所以我们引入 Rayleigh 函数来表示 nonholonomic 约束。
一个 nonholonomic 约束可以用一个等价的 Rayleigh 函数来表示，参

见 [?] 的定理 4.2。只需要我们将 ghost 粒子的坐标 λ 和速度 λ̇ 也看作广义

坐标的一部分。
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当将 ghost 粒子引入 Rayleigh 函数 R 之后，耗散力变为：

f =

[
− ∂R

∂q̇⊤

− ∂R
∂λ̇⊤

]

变分方程为：

δ

∫ t1

t0

L(q, q̇, λ, λ̇)ds+

∫ t1

t0

(− ∂R

∂q̇⊤
δq − ∂R

∂λ̇⊤
δλ)ds = 0

δq 和 δλ 都是独立变分，从而对应的 Lagrangian 方程：

d

dt

∂L

∂q̇⊤
− ∂L

∂q⊤
= − ∂R

∂q̇⊤

d

dt

∂L

∂λ̇⊤
− ∂L

∂λ⊤ = − ∂R

∂λ̇⊤

离散变分方程为：

D0(L) +D1(L)− h
∂R

∂q̇⊤
= 0

∂S

∂λk

− h
∂R

∂λ̇⊤
= 0

对于一个形如 Aq̇ = 0 的 nonholonomic 约束，等价的 Rayleigh 函数为

R = −λ̇Aq̇

− ∂R
∂q̇⊤

= λ̇A

− ∂R
∂λ̇⊤ = Aq̇

但是上面还是有 2个方程。下一节的方法可以消去第二个方程，合并成
一个方程。

6.3 用 Rayleigh 函数来稳定 holonomic 约束

如果系统中有一个 nonholonomic 约束 a = Gq̇ = 0，可以用一个和

它相关的 Rayleigh 函数来近似这个约束的效果。形成的约束力的形式是
− 1

ϵ
G⊤a, ϵ → 0

我们定义 Rayleigh 函数

R = −(
ϵ

2
λ̇⊤λ̇+ λ̇⊤Gq̇)
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这个 Rayleigh 函数的构造很关键，它需要在和 Lagrange 函数一起做变分
之后符合定理描述的约束力的形式。这个形式与 [?] 的定理 4.2 中的形式有
区别。这个形式是通过对定理 4.2 中的形式做 Legendre 变换得到的。参见
[?] 中第 5 节的推导。
这里我们推导带 Rayleigh 函数的拉格朗日系统等价性的时候用的 La-

grange 函数是标准的 L = T − V，不是前面的带 holonomic 约束 regular-
ization 扩展的 Lagrange 函数1。

d

dt

∂L

∂q̇⊤
− ∂L

∂q⊤
= f = −∂R

∂q̇
= λ̇⊤G

d

dt

∂L

∂λ̇⊤
− ∂L

∂λ⊤ = −∂R

∂λ̇
= ϵλ̇+Gq̇

第二个方程中，因为 L 不包含 λ，所以等于 0。可以解出 λ̇ 代入第一

个方程，这 2 个方程等价于一个方程。由 Rayleigh 函数导出的力变为

f = −1

ϵ
G⊤Gq̇

f 的方向一定和 q̇ 相反，所以它是耗散力。

新的离散方程变为

∂S
∂qk

+ h(−∂R
∂q̇

) = 0
∂S
∂λk

+ h(−∂R
∂λ̇

) = 0

我们在实际定义 R 时增加一个参数 τ , 用来调节耗散速率。

R = −τ(
ϵ

2
λ̇⊤λ̇+ λ̇⊤Gq̇)

离散方程需要一些修正。第一个方程里多了 τG⊤λ̇, 重新定义 λ̄

λ̄ =
1

4
(λk+1 + 2λk + λk−1) + τ

λk+1 − λk

h

第一个方程形式不变：

Mqk+1 − h2G⊤
k λ̄ = M(2qk − qk−1) +mgh2

速度形式：

Mvk+1 −G⊤
k hλ̄ = Mvk +mgh

第二个方程复杂一些，多出来的项是 τ(ϵλ̇+Gkq̇)
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1

4
(ϕk−1 + 2ϕk + ϕk+1) +

ϵ

4
(λk−1 + 2λk + λk+1) + τ(ϵλ̇+Gq̇) = 0

4ϕk +G(qk+1 − 2qk + qk−1) + 4ϵλ̄+
4τ

h
G(qk+1 − qk) = 0

定义稳定化因子

Υ = 1 +
4τ

h

ΥGkqk+1 + 4ϵλ̄ = (1 + Υ)Gkqk −Gkqk−1 − 4ϕk

Gkqk+1 +
4ϵ

Υ
λ̄ = −4

1

Υ
ϕk + (1 +

1

Υ
)Gkqk −

1

Υ
Gkqk−1

变成速度形式：

Gkvk+1 +
4ϵ

h2Υ
hλ̄ = − 4

hΥ
ϕk +

1

Υ
Gkvk

写成矩阵形式：[
M −G⊤

k

Gk
1
Υ

4ϵ
h2

][
vk+1

λ̃

]
=

[
Mvk +mgh

1
Υ
(Gkvk − 4

h
ϕk)

]

其中 λ̃ = hλ̄

对比没有稳定化的矩阵形式，多出来一个小于 1 的因子。[
M −G⊤

k

Gk
4ϵ
h2

][
vk+1

λ̃

]
=

[
Mvk +mgh

Gkvk − 4
h
ϕk

]
实验结果表明：当使用没有稳定化的矩阵形式时，如果偏离了约束，整

个系统就发散了。当使用带有稳定化的矩阵形式时，偏离约束之后系统能迅

速收敛到约束上。

7 inertia tensor 的坐标系变换

注意上一节公式中的量都是世界坐标系中的，而惯性张量一般在物体坐

标系里给出，计算时要通过下面的公式变换到世界坐标系：

Is = RIbR⊤

其中 R 是从物体坐标系的坐标到世界坐标系坐标的变换矩阵，即 xs = Rxb，

也可以理解为物体坐标系的坐标轴在世界坐标系中的坐标。
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8 能量的耗散

我们对 nonholonomic 约束生成的项会缓慢的耗散系统的能量，因为它
等价于给系统引入一个和速度方向相反的力。

9 参数的物理含义

算法中有 2 个可调整的参数。
ϵ，用于表示对约束的 regularization，这个值越大，系统在运行过程中

偏离约束就越多。
τ
h
，这个参数会影响被违反的约束的回归时间，越大则约束回归的时间

越长（即步数越多）。τ 相当于控制和速度方向相反的力的大小，这个力越

大，相当于约束力被抵消的越多，则回归约束越慢。如果 τ = 0，则相当于

对于约束力没有抵消，则约束力会来回拉物体，因为约束力很大，会引起系

统振荡。

10 四元数导数和角速度的关系

下面的符号都表示世界坐标系中的量。

q̇ =
1

2
ω ∗ q

公式的推导见 [?].

ρ̇ = Γω

其中

Γ =
1

2


−ρ1 −ρ2 −ρ3

ρ0 ρ3 −ρ2

−ρ3 ρ0 ρ1

ρ2 −ρ1 ρ0


11 物理量

模拟时设置的物理量需要符合真实情况。注意量纲的统一。否则会引起

模拟不稳定。
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12 约束 Jacobian

Lagrange 方程里的 Lagrange 乘子对应的约束力需要和速度方向垂直。
所以我们需要找到一个约束梯度的表达，让它和角速度的内积是 0.
对约束关于时间求导：

0 =
d

dt
ϕ =

∂ϕ

∂ρ
ρ̇ =

∂ϕ

∂ρ
Γω

所以我们用 ∂ϕ
∂ρ
Γ 作为约束力的方向。

13 有势力的表示

与前一节类似的一个推导是通过势能 U 推导它引起的力。有势力的特

点是它的方向与等势面垂直，是势能的梯度。

假设 q(t) 在等势面上运动，从而力应该与速度 q̇ 垂直，对 U(q) 关于时

间求导得:
0 =

dU

dt
=

∂U

∂q
q̇ =

∂U

∂q
Γv

所以 f = ∂U
∂q

Γ 与速度 v 垂直，是有势力的表达式。

14 对线性方程的求解

K =

[
M −G⊤

G C

]
=

[
I

GM−1 I

][
M

GM−1G⊤ + C

][
I −M−1G⊤

I

]

令 S = GM−1G⊤ + C

K−1 = L⊤D−1L−1 =

[
M−1 −M−1G⊤S−1GM−1 M−1G⊤S−1

−S−1GM−1 S−1

]

gi =
∂ϕi

∂ρ
Γ

gi 是一个 n 维行向量，n = 6 × bodyNumber。gi 只有该约束包含的 body
对应的块上才有值。
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G =


g1
...
gm


15 稀疏矩阵求解步骤

1. 用 approximated minimum degree或 nested dissection方法确定 pivot
的顺序

2. 构建 elimination tree

3. 用 multifrontal 方法顺序求解或者并行求解

先实现顺序的 multifrontal 算法。

16 multifrontal 算法的具体实现

我们在实现 multifrontal 算法的时候以 K 矩阵的天然分块为单位进行

操作。假设有 n 个 body, m 组约束。每个 body 对应一个质量矩阵 Mi，每

组约束 ϕi 对应一个 Ci。Ci 是对角矩阵，对角元素为
1

1+ 4τ
h

4ϵ
h2。一组约束一

般涉及 1 个或者 2 个 body，包含若干个相关的约束。K 矩阵的天然分块形

式为 

M1

. . . G⊤
ji

Mn

C1

Gij
. . .

Cm


其中 Gij 是第 i 组约束关于第 j 个 body 的偏导数，i, j 是在左下角 G

矩阵中的位置。

我们在构建 elimination tree 和对矩阵进行操作的时候都以 Mi, Ci, Gij

这些块为单位。所以消去树中有 n+m 个节点，对应于 Mi, Ci。
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