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1 基本定义和公式

Special orthogonal group SO(3) 是所有的 3 × 3 矩阵 R 满足：(1)
RTR = I，(2) detR = 1

Special Euclidean group SE(3) 是所有的 4× 4 矩阵 T 满足：

T =

[
R r

0 1

]
其中 R ∈ SO(3), r ∈ R3。R 决定的是方向，r 决定的是位置。

ω 为 3 维向量，令 a

[ω] :=


0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0


为斜对称矩阵。

向量叉乘可以变成矩阵乘法：

ω × q = [ω]q

[Rr] = R[r]RT

其中 R ∈ SO(3)

线速度和角速度的关系：

v = ω × p = [ω]p
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2 点和向量 2

函数 atan2(y, x) 返回的是点 (x, y) 与原点形成的角度，它的值域是

(−π, π)。tan−1 的值域是 (−π/2, π/2)

2 点和向量

点 (point) 和向量 (vector) 如果用三维坐标表示，则很难区分。如果用
四维的齐次坐标表示，则它们之间的区别就非常明显。

我们给点的三维坐标增加一维，增加的这一维永远是 1，也就是

p =


p1

p2

p3

1


一个点是属于一个 affine space, 而不是一个 vector space。所以点和点

之间没有相加的运算。

本文中我们用列向量表示点和向量。

向量是点和点之间的差，所以向量的第四维永远是 0。

v =


v1

v2

v3

0


线速度，角速度都是向量。

对符号的说明：当我们单纯使用字母表示向量时，表示的是 3 维的量。
如果我们要表示齐次坐标，我们会显式写出：[

p

1

]
[
v

0

]

3 坐标系

我们经常需要将点和向量在不同的坐标系之间进行变换，这种变换是表

示上的变换，而不是测量上的变换。也就是说将一个速度从一个坐标系变换



4 坐标变换：旋转情形 3

到另一个坐标系，只是用另一个坐标系的坐标来表示这个速度，并不是在另

一个坐标系里重新测量这个速度。

换句话说，本文中所有的坐标系都是惯性坐标系。在力学书中，我们会

遇到非惯性坐标系。

我们定义 2 个坐标系，一个是空间坐标系，用 {s} 表示。另一个是刚
体坐标系，用 {b} 表示。我们说刚体坐标系，实际上说的是与瞬时的刚体位
姿重合的一个惯性坐标系。刚体坐标系也是固定的坐标系。

我们用变量右上角的上标来表示变量是用哪个坐标系的坐标表示的。例

如：ps 是用空间坐标系的坐标表示的点，pb 是用刚体坐标系的坐标表示的

同一个点。

不管是点还是向量，更换坐标仅仅是换一种表示，点还是那个点，向量

还是那个向量，是同一个量。

4 坐标变换：旋转情形

本节都是 3 维坐标。如果二个坐标系之间仅仅相差一个旋转 Rsb，即

Rsb 的 3 个列分别为 {b} 坐标系的坐标轴在 {s} 坐标系中的坐标。那么从
{b} 到 {s} 的坐标变换公式为：

ps = Rsbp
b

线速度和角速度都可以用这个公式进行变换。

5 旋转是否是向量

有限的旋转不是向量，因为 2 个旋转由于应用的顺序不同会导致不同
的最终位置。

无穷小旋转是向量，所以角速度是向量。证明见 [1] 6.2。

6 坐标变换：一般情形

一般情形下，二个坐标系之间除了相差旋转 R 之外，还相差一个平移

r。这种情况下坐标变换公式就用上了齐次坐标了。假设 {b} 坐标系的坐标
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轴是由 {s} 的坐标轴先旋转 R，再平移 r 得到的。我们用 Tsb 表示这个变

换（在不引起混淆的情形下我们省去下标）：

T =

[
R r

0 1

]

那么从 b 到 s 的坐标变换公式为：[
ps

1

]
= T

[
pb

1

]

=

[
R r

0 1

][
pb

1

]

从而有

ps = Rpb + r

7 旋转变换的指数表示

本节我们要研究的问题是，在已知旋转轴 ω 和旋转角度 θ，如何得到一

个旋转变换 R 的具体表示。不涉及坐标系的变换。

假设我们有一个点 p(t) 围绕着原点以单位角速度 ω 旋转了时间 θ，那

么我们得到的新的点 p(θ) 就是 Rp(0)

我们用微分方程来表示这个过程中 p(t) 的运动速度。根据角速度和线

速度的计算关系有：

˙p(t) = ω × p(t)

= [ω]p(t)

求解得：

p(θ) = e[ω]θp(0)

从而：

R = e[ω]θ

计算得到

R = I + sin(θ)[ω] + (1− cos(θ))[ω]2

通过计算 RRT 以及行列式的连续性可以得到 R 是属于 SO(3)。



8 刚体变换的指数表示 5

8 刚体变换的指数表示

假设我们围绕任意一个旋转轴 ω 旋转了 θ 角。这个旋转轴不一定在坐

标原点。旋转轴上有任意一点 r，ω 是单位角速度。旋转角度就是旋转的时

间。根据角速度和线速度的关系列出微分方程：

d(p− r)

dt = ω × (p− r)

r 可以是轴上任意一点是因为加上一个平行于轴的向量不影响上面的

方程。旋转轴不移动，所以 ṙ = 0。

用齐次坐标可以化成类似于上一节里的方程的形式：

d
dt

[
p

1

]
=

[
[ω] −ω × r

0 0

][
p

1

]
方程的解为：

p(θ) = e[ξ]θp(0)

其中：

v = −ω × r

ξ =

[
ω

v

]

[ξ] =

[
[ω] v

0 0

]
v 的几何解释是刚体上位于原点处的一个点的线速度。刚体本身是围绕

ω 以单位角速度旋转的。

所以：

T = e[ξ]θ

=

[
e[ω]θ (Iθ + (1− cosθ)[ω] + (θ − sinθ)[ω]2)v

0 1

]
ξ 称为 screw axis，旋量轴。也称为单位 twist。因为这里的角速度都是

单位角速度。
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如果是纯平移，那么 ω = 0。v 就是平移方向的单位速度。θ 是移动的

距离。有 2 种方式可以得到新的公式，一种是通过直观得到，一种是将前面
的量带入上面的公式。2 种方式得到的公式是一致的。

T =

[
I θv

0 1

]

9 旋转变换的速度表示

本节计算旋转变换 R 和角速度的关系。本节里的旋转变换 R 是随时间

变换的 R(t)。

我们假设刚体上有一个附着的点 pb。R(t) 是刚体的瞬时位姿。本节我

们只考虑旋转的情况。一般的刚体运动在下节讨论。

有坐标变换公式：

ps = Rpb

对上式左右同时求导。

ṗs = Ṙpb +Rṗb

因为 p 是附着在刚体上的，所以 pb 是不变的，ṗb = 0。

ṗs = Ṙpb

= ṘR−1ps

可以看出 ṘR−1 将点的位置变成了点的线速度。

又有角速度和线速度的公式：

ṗs = [ω]ps

所以：

[ω] = ṘR−1

10 一般刚体运动的速度表示: Twist 的定义

继续沿用上一节的思路，只是把 R 换成一般的刚体运动 T。T 表示刚

体的瞬时位姿。
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[
ps

1

]
= T

[
pb

1

]
[
ṗs

0

]
= Ṫ T−1

[
ps

1

]
所以 Ṫ T−1 将位置变成线速度。

我们定义 twist 矩阵 [V ] 为 Ṫ T−1，所以 twist 就是对刚体速度的完整
刻画，它把刚体上附着的点的位置转成点的线速度。twist 是一个向量，可
以做向量运算。

下面计算 twist 的具体表示。

[V ] = Ṫ T−1

=

[
Ṙ ṙ

0 0

][
R−1 −R−1r

0 1

]

=

[
[ω] −ω × r + ṙ

0 0

]

定义 twist V 为

V =

[
ω

v

]
=

[
ω

−ω × r + ṙ

]

在 twist 中，v 是作为角速度的一个补充，通过矩阵乘法来得到线速度，

它与角速度是互相独立的，它本身并不是刚体的线速度。

我们来推导一下刚体坐标系原点的线速度。刚体坐标系原点的坐标是

r。

[V ]

[
r

1

]
=

[
v + ω × r

0

]
=

[
ṙ

0

]

11 对 Twist 公式的另一种推导

我们假设刚体围绕着刚体上的一个点 r 在转动，同时刚体本身也在平

移运动，即 r 的坐标在变化。那么刚体上一点 p 与 r 之间有如下的关系：
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d(p− r)

dt = ω × (p− r)

ṗ = ω × p+ ṙ + ω × (−r)

把这个式子写成矩阵的形式就得到了 twist V 的表示。
当变换到 {b} 坐标系时，rb = 0, ṙb ̸= 0

12 速度的坐标系变换

本节讨论速度向量的坐标系变换。注意变换坐标系时，我们表示的还是

同一个向量。向量本身没有变化，变化的是它的坐标表示。

我们还是从第一原理来推导。

根据坐标变换关系我们有

vs = Rvb

ωs = Rωb

由前面的

vs = Ṙpb

R−1vs = R−1Ṙpb

从而有

vb = R−1Ṙpb

因为：

[ωs] = R[ωb]R−1

所以：

[ωb] = R−1Ṙ
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13 Twist 的坐标系变换

因为有： [
vs

0

]
= Ṫ

[
pb

0

]
所以： [

vb

0

]
= T−1Ṫ

[
pb

0

]
刚体坐标系下的 twist 矩阵为

[V b] = T−1Ṫ

=

[
R−1Ṙ R−1ṙ

0 0

]

所以

V b =

[
ωb

vb

]
=

[
ωb

R−1ṙ

]

[V s] = T [V b]T−1

定义 T（{b} 在 {s} 里的位姿表示）的伴随表示：

T =

[
R r

0 1

]

[AdT ] =

[
R 0

[r]R R

]
则

V s = [AdTsb
]V b

V b = [AdTbs
]V s = [AdTsb

]−1V s

因为 screw axis是单位 twist，所以本节的变换公式也适用于 screw axis。
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14 Twist 和旋量的区别

[2] 里定义了 twist，同时又引入旋量轴对 twist 进行解释。这里容易引
起一个混淆，即认为 twist 和旋量是同一回事。但是它们不是一回事。如果
认为它们是一回事，会在后面推导逆运动学 Newton-Raphson 算法时遇到
困难。

[2] 并没有引入旋量的概念，而只是引入了旋轴 screw axis。这是它严谨
的地方。下面我们对 twist（我将它译成旋速），旋量 (我将它翻译成 screw，
没有去查英文原著)，旋量轴（screw axis）的定义和区别作出说明。
首先 [2] 在 3.3.2 节定义了 twist。twist 是位移变换 T 的时间变化率和

它自身的乘积，物理意义是角速度和线速度，当然，还要区分在哪个坐标系

里。这里我们忽略坐标系，坐标系不影响对概念的界定。所以从这个定义可

以确定二件事，第一，twist 表示速度，第二，twist 的量纲是 sec−1。我们

要注意量纲，量纲对于界定概念起到关键作用。

接着，[2]在 3.3.2.2引入了 screw axis，即将 twist表示成为旋轴与角度
变化率 θ̇ 的乘积。这个旋轴可以看成是一个量纲为 1 的方向向量，也可以
看成是一个量纲为 sec−1 的单位角速度。后者我们在定义旋量的时候用到。

Twist 和旋轴都是 6 维向量。它有对应的 4× 4 矩阵形式。

[2] 并没有引入旋量的概念，而只是说，如果绕着旋轴旋转角度 θ 那么

长的时间，就可以通过矩阵指数函数得到位置变换矩阵。这里注意，不管是

twist 还是旋轴（单位 twist），都不能直接把对应的矩阵形式放到指数上去
得到位置变换矩阵。而需要乘上一个时间系数。因为它们表示的是速度，而

位置变换矩阵表示的是位置，之间相差一个时间系数的乘积。

所以我们把旋轴和时间系数的乘积定义为旋量，直观理解就是关于这个

旋轴旋转了多少角度。旋量的矩阵形式通过指数运算就得到旋量对应的位

置变换矩阵。

至此我们将这 3 个相关联的概念定义清楚了。
如果用李群李代数的语言来说，位置变换矩阵 SE(3)是李群，旋量 se(3)

是对应的李代数。

15 旋量和 twist 的关系

此时，我们有一个容易想到的问题就是：既然旋量和 twist 相差一个时
间系数，那么是否可以认为旋量 ξ 的时间导数就是 twist 呢？实际上，旋量
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的时间导数与 twist 之间相差一个位姿关于旋量的 Jacobian.
这个问题参见 [3] 7.2

16 逆运动学的完整推导

终于搞出了数学上严格的推导。

对于方程

y = f(x) = 0

Newton 法解方程本质上是要找出无穷小量 δx 和 δy 之间的关系。在一般

情况下，它们之间的关系就是 f 的导数，是一个线性关系。

但是在 δT ∈ SE(3) 和 δθ 之间，不再是线性关系。下面就是要推导这

2 个无穷小量之间的数量关系。
根据 [3] 7.115a,

log(δT ) = Jrδξ

根据 [3] 7.219, 有旋量的时间导数与 twist 的关系，书中提供的是左
Jacobian 和 spacial twist, 我们可以通过伴随作用，得到右 Jacobian 和
body twist 的关系。注意旋量是没有坐标系的区分的。

V b = Jr ξ̇

又根据 [2] 5.15 有 body twist 与关节角度的关系：

V b = Jb(θ)θ̇

将上面二个式子的右边相等，同时消去微小时间 dt，得到旋量与关节

角度的无穷小关系

Jrδξ = Jb(θ)δθ

所以最终得到

log(δT ) = Jrδξ = Jb(θ)δθ

这里最难的一步是 [3] 7.75 的推导。将 wiki 上 Bernoulli number 的定
义代入进去，可以验证 JlJ

−1
l = I。正向推导可以从 [4] Proposition 2.5 得

到。见下面一节。

7.76 的推导见 [5]。
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17 从 Baker Proposition 2.5 到 Barfoot (7.75)

对于旋量 ϕ ∈ se(3),

adϕ1
(ϕ2) = ϕ∧

1 ϕ
∧
2 − ϕ∧

2 ϕ
∧
1 = ϕ∧

1 ϕ2

从而当 t → 0，

d
dtexp(A+ tB) = J(A)Bexp(A)

1

t
(exp(A+ tB)− exp(A)) = J(A)Bexp(A)

exp(A+ tB)− exp(A) = J(A)tBexp(A)

exp(A+ tB) = (I + J(A)tB)exp(A)

exp(A+ tB) = exp(J(A)tB)exp(A)

令 C = J(A)tB

A+ J(A)−1C = ln(exp(C)exp(A))

18 关于机器人位姿的李群李代数表示

机器人的位姿 T 是李群里的元素，位姿的指数坐标，也就是旋量，是

李代数里的元素。泛化速度 twist 也是李代数里的元素。twist 乘上时间就
变成旋量 screw，也就是指数坐标。
旋量的指数是位姿。但是 twist 的指数不是位姿，twist 的指数的物理

意义不明确，我觉得 twist 的指数没有物理意义。
旋量的时间导数在一般情况下不是 twist，前面有一个 Jacobian。在旋

轴不变的情况下是 twist，这时的 Jacobian 退化成 I 矩阵。

twist 的物理意义是 twist 乘上一个齐次位置向量得到该质点的线速度。
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19 Wrench

这个概念 Modern Robotics 讲的不清楚。在 [6] 里 3.1.2 节有详细阐述。
一个作用在刚体上的力可以等价于一个力矩加上一个作用在质心上的

力。力矩不和某个具体的点有关，只有方向。

20 Wrench 的坐标系变换

Twist 和 wrench 的内积就是功率。变换坐标系表示，功率不变。所以
有：

V sTF s = V bTF b

F b = [AdTsb
]
T
F s

[
τ b

f b

]
=

[
RT −RT [r]

0 RT

][
τ s

f s

]

τ b = RT τ s −RT [r]f s

f b = RT f s

21 Wrench 坐标变换的一个例子

考虑一个棍子，左端通过一个旋转电机固定在墙上，右端悬空。{b} 坐
标系原点位于棍子重心，重心的 {s} 坐标为 r，{s} 坐标系原点位于左端。
考虑要使棍子处于水平平衡状态，电机需要释放的扭矩。

假设棍子的重力为 g。那么平衡态需要的 {b} 坐标系里的 wrench 为：
τ b = 0, f b = −g

根据坐标变换公式，得到 {s}坐标系的 wrench为：τ s = r×−g, f s = −g

也就是说，{s} 坐标系里需要一个向上的力，由墙提供，以及一个逆时
针的扭矩，扭矩的方向符合直观。
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注意：这里用来做转换的 wrench 是我们为了达到某种状态而需要提供
的 wrench，不是作用在棍子上的最终 wrench。本例中我们需要的 wrench
是平衡态下的 wrench（也就是 0）加上负的重力，这样才能抵消重力，达到
平衡态。

22 基坐标系里的位姿公式

机械臂里有 2 个坐标系：基坐标系 {s} 和工具坐标系 {t}
设 M 是工具坐标系在所有的关节角度都是 0 的时候的位姿表示。
ξi

s 为关节 i 的旋轴在基坐标系的表示。θi 为关节 i 的旋转角度。

我们要求的是当关节角度为 θ1, . . . , θn 的时候，工具坐标系的位姿。

我们想象从最外面的关节 n 开始依次旋转关节。经过旋转关节 n，工

具坐标系的新位姿变成：

T = e[ξn]θn

然后旋转关节 n − 1，只需要把已有的位姿前面再作用一个旋轴矩阵。

我们得到最终的位姿：

T (θ) = e[ξ1]θ1 . . . e[ξn]θnM

23 工具坐标系里的位姿公式

思路是这样：把每个旋轴的坐标变换到工具坐标系里，然后按照上面的

公式做，这时得到的是工具坐标系里的位姿，再用 M 变换到基坐标系里即

可。

从基坐标系变换到工具坐标系的变换是 M−1，旋轴变换到工具坐标系：

[ξi
t] = M−1[ξi

s]M

T (θ) = Me[ξ1
t]θ1+···+[ξn

t]θn
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24 Jacobian 的定义

我们把工具位姿看成是关节角度的函数，关节角度又是时间的函数，从

而有：

x(t) = f(θ(t))

对上式左右同时求导，我们得到工具速度和关节角速度的关系：

ẋ =
∂f(θ)

∂θ
θ̇ = J(θ)θ̇

Jacobian将关节角速度变化成工具速度。这个是 Jacobian的一般定义。
工具速度有不同的定义方法。可以是根据三维空间坐标来定义，也可以

用 twist 来定义。我们把 twist 与关节角速度之间的 Jacobian 称为 geomet-
ric Jacobian。把三维坐标速度与关节速度之间的 Jacobian 称为 coordinate
Jacobian，又叫 analytic Jacobian。

V = J(θ)θ̇

25 Jacobian 的计算

我们可以用上面的位姿变换 T 来硬算 Jacobian 在基坐标系中的表示:

[V s] = Ṫ T−1 = [ξ1]θ̇1+e[ξ1]θ1 [ξ2]e
−[ξ1]θ1 θ̇2+e[ξ1]θ1e[ξ2]θ2 [ξ3]e

−[ξ2]θ2e−[ξ1]θ1 θ̇3+. . .

V s = ξ1θ̇1 +Ade[ξ1]θ1 (ξ2)θ̇2 +Ade[ξ1]θ1e[ξ2]θ2 (ξ3)θ̇3 + . . .

V s 的 ω 分量就是工具坐标系的角速度。

也可以从几何上来推导。因为 twist和旋轴是向量，所以它们可以相加。
前提是要变换到同一坐标系中。旋轴乘上角速度就是每个关节贡献的 twist。
终端的 twist 就是所有关节的 twist 在基坐标系中的表示的和。

工具坐标系中的 Jacobian 的计算类似。我们需要把初始位置时的工具
坐标系里的各个旋轴 ξi

t 变换到当前的工具坐标系里，因为坐标系 {n} 相
对于坐标系 {n− 1} 是围绕轴 n 旋转了 θ，所以旋轴 ξn−1 就相对于坐标系

{n} 旋转了 −θ。所以有新的旋轴 n-1：
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ξ′n−1
t
= Ade−[ξnt]θn (ξn−1

t)

旋轴 1 需要从相对于 n 的远端开始旋转，所以先旋转轴 2

ξ′1
t
= Ade−[ξnt]θn ...e−[ξ2

t]θ2 (ξ1
t)

V t = ξn
tθ̇n + ξ′n−1

t
θ̇n−1 + . . .+ ξ′1

t
θ̇1

26 Jacobian 的应用

Jacobian 的一个常见应用是将关节速度 θ̇ 转换成 TCP 点在空间坐标
系中的速度。

令 TCP 点在空间中的坐标为 P . TCP 的速度通过下式计算：

vtcp = [V s]

[
P

1

]

27 逆运动学问题的定义

给定一个位姿 X，求关节的角度 θ，使得机械臂的工具处于该位姿：

T (θ) = X。

28 逆运动学问题的数值解

非线性方程的数值解。

Newton-Raphson 方法。

29 工具 wrench 与关节 torque 的关系

根据功率守恒原理，我们有工具上的功率等于关节扭矩功率之和：

θ̇T τ = V tTF t = θ̇TJ tTF t
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从而有关节扭矩与工具 Wrench 的关系：

τ = J tTF t

30 刚体上的点的加速度

假设刚体的 twist 为 V b = (ωb, vb)。刚体上附着的一个点 pi 的以刚体

坐标系 {b} 来表示的速度和加速度的计算（都相对于惯性坐标系）。ri 为 pi

的位置。

ṗi = ωb × pi + vb

p̈i = v̇b + [ω̇b]ri + [ωb]vb + [ωb]2ri

31 质点角动量的定义

L = r × p

32 关于机械臂控制的一般思路

第一，得到动力学方程 τ = . . .；第二，得到控制律 τ = . . .；第三，将

控制律代入动力学方程，得到关于 θe 的误差动力学方程，通过调整方程系

数使得误差 θe 趋向于 0。

33 虚位移

满足约束方程的无穷小位移，去除时间项。

34 Constraint Force

与任意 virtual displacement 做内积为 0 的力。
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35 李括号的意思

这里有点模糊。不过前面的 7.75 的推导不依赖李括号的含义。
设 x, y 为李代数元素。X,Y 是他们的矩阵形式。g 为 x 对应的李群元

素。用 g 去 adjointy，求微分之后得到新的李代数元素：

Y ′ = gY g−1 = XY − Y X

假设

y′ = ad(x)y

ad(x) 是一个矩阵，是 x 的 adjoint 矩阵。
李括号：

[x, y]∨ = y′ = XyX−1 = ad(x)y

对于 so(3),
ad(x) = x∧

对于 se(3),

x =

[
ω

v

]

ad(x) =

[
ω∧ 0

v∧ ω∧

]
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